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» seja o vetor aleatorio y
» y; € o valor observado na area i

» areas vizinhas podem ser parecidas, como modelar y ?
» devemos considerar a estrutura de dependéncia entre
vizinhos
» funcao de correlagao
» autoregressao
» efeito aleatorio espacialmente estruturado
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Dois modelos autoregressivos

» modelo SAR
» AutoRegressivo: valor da area i depende de
seus vizinhos
» Simultaneo: sistema de n equacodes simultaneas
» modelo CAR
» AutoRegressivo: como antes
» Condicional: sistema de n distibuicbes
condicionais
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» modelo SAR
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» modelo CAR
yilvizde 1 ~ N(pc iz 1 WiYj; V1)
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Especificacdes

» modelo SAR
Y2 =
Yn =

» modelo CAR

yi|viz de 1
y2|viz de 2

Yn|viz de n

> 0queéw;?

Ps D viz 1 Wiij + €1
Ps D jviz 2 Wiij + €2

1)
Ps Zj viz n Wij¥j + €n
~ N(pc X viz 1 WiYj, V1)
~ N(pc 2 viz 2 WiYj, V2)
: (2)

~ N(pc 2 viz n Wi, Vn)
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Definicao de W

» matriz de vizinhanca

Lapa
Balsa Nova
Contenda
Araucéaria
Curitiba
Colombo

[ecNeoNeN i Ne

OO kr Pk Ok
OO PFrOrRPEF

OrORFrEFrOo
R OPRFP OOOo

OFrLr OO OO

» matriz W

Lapa 0.00 0.50

Balsa Nova 0.33 0.00
Contenda 0.33 0.33
Araucaria 0.00 0.33
Curitiba 0.00 0.00
Colombo 0.00 0.00

0.33
0.00
0.33
0.00
0.00

0.00
0.33
0.33
0.00
0.50
0.00

0.00
0.00
0.00
0.33
0.00
1.00

0.00
0.00
0.00
0.00
0.50
0.00
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Forma matricial

» modelo SAR:
Ynx1 = psWnxnY + €, 3)
€ ~ N(O7 U|2)
» modelo CAR: N&o é possivel escrever como um sistema
de equacdes lineares
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Distribuicao conjunta

» modelo SAR;
Y ~N(O, (I — psW)71S(I — psW) %) 4)

S = o?diag(1/dy, ..., 1/dn)
» modelo CAR:

Y ~N(O,[T(1 = peW) ™) ()

T = rdiag(dy, ..., dn)
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Correlacoes implicadas

» W tem uma estrutura espacial intuitiva e simples
» e Corr(y;,y;) dos modelos SAR e CAR tem?

> SAR: [(I — psW)~1S(1 — pW) Y

> CAR:[[T(I = peW)] ]
» mais especificamente, se i ~ j

» ha uma estrutura intuitiva?
> e se variamos pc ou ps?
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Correlacoes entre vizinhos: CAR (esquerda) e SAR
(direita)
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Alguns vizinhos: CAR (esquerda) e SAR (direita)
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Cor(yi,¥j) € p (ps 0U )

» p>0
» Corr(yi, yj) cresce se p cresce
» Corr(y;, yj) ndo tem posto constante a medida que |p|
cresce
» p<O0
» alguns pares de Corr (y;,y;) ficam > 0
» Corr(yi, y;) pode tender a 41 se p fica muito negativo!
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Modelo bayesiano

» suponha agora que consideramos um modelo espacial
Bayesiano

» verossimilhanca
ylb, 7y ~ MVN(XB+b,7,)

» prioris
» (3 - Normal multivariada

B o exp {—;(,@— m)V (8- m)}

» b -CAR 1
b o exp {—Zb'T(l —pW)b}

» 7y ~ gamma(w, §) e 1, ~ gammay(a, b)



Posterioris
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Posterioris

gy bV xexp {58 - mY (v X X)(8 - m)

m* = (V27X X))V tm + 7, X'(y —b)]

> Ty‘yn@ab7avﬁé
Gamma(a +n/2, B+ 3(y — (XB+b))'(y — (XB+b))).
>

bly, 8,7y, .0~ MUN (n,C Yy —=XB), 1) . (6)

C =[ryl +T(l — pW)] &€ a soma das precisdes, de y e de
b a priori.
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A matriz W

> temos
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A matriz W

» temos
» SAR: (I — psW)~1S(I — pW)~ 1
» CAR: [T(I — pcW)] ™2

» S e T sdo diagonais, W é o elemento chave
» W € uma matriz estocastica
» WK converge
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A matriz W~

> temos C 1 = [ryl + T(I — pW)] 1

dip
Ty +di Ty

» seja T* diagonal com T =
» sejaW* =T*W
> entdo C™ 1 = [(ryl + T)(I — pW*)] 2



A matriz W~

> temos C1 = [ry | + T(I — pW)] 1
» seja T* diagonal com T = Ty%?ﬂ)

sejaW* =T*W

entdo C* = [(r | + T)(1 — pW*)] 1
(ryl +T) é diagonal

W™ é o elemento chave

vV v v Yy
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Expansao

» seja uma matriz M, tal que, (Mk)ij — 0, se k — oo, entdo

(I=M)t = I+M+M?+M34 . 7)

> WKy —di/ Y d

» portanto (pW)< — 0'se |p| < 1
» [(W*)K] = 0sep|T* <1
> entao

(I —pW)™1 = |+ pW + pPW? + ...

8
| + pW + p?W2 + .. + pPWP ®

%



Expansao

» seja uma matriz M, tal que, (Mk)ij — 0, se k — oo, entdo

(I=M)t = I+M+M?+M34 . 7)

> WKy —di/ Y d
» portanto (pW)< — 0'se |p| < 1
> [(W*)X] = 0se |p[T* <1

> entao
(I —pW)™1 = |+ pW + pPW? + ... @)
~ 1+ pW + p2W2 + . 4 pPWP
> e
(1 —pW*)™ L = 14 pW* + p2W*2 4 . ©)

Q

| 4+ pW* + p2W*2 4 4 pPW*P
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Interpretacao da covariancia

» elementos de WK

# caminhos tamanho k de i para |
[ [ # caminhos alternativos a cada passo

WX =

» aproximacdo CAR:

T [ pai  p? <~ aga 3 aya
COV(yIayJ) dT <d|u+g| Ik 4 p lk kl !

=1 k=1



Interpretacao da covariancia

» elementos de WK

# caminhos tamanho k de i para |

W] =
» aproximacdo CAR:
Cov(yi,yj) =~

» SAR:

[ [ # caminhos alternativos a cada passo




Covariancia a posteriori

» elementos de W *¥

k # caminhos tamanho k de i para |

(W) =

X -
Ty + d|7'b [1(ry + # alternativas a cada passo x )



Covariancia a posteriori

» elementos de W*¥
k

# caminhos tamanho k de i para |

(W) =

Ty + d,Tb

X -
[1(7y + # alternativas a cada passo x )

» aproximagao de ordem 2, temos Cov (ui, 14y , 7y, To, P)

2 2 a. a.

L _|1+-L2% il sei=j

Ty+diTh Ty+dih ,—z_: (Ty + dr7'b)
Air &j .

~ —th 11 4 pm sel ~
(5 F8m) (¥ Gm) PTb Z (ry + dr ) J
alrarj

(Ty+d7‘b Ty+d7‘b z :(Ty+dr7'b c.c.

(10)



Correlacoes entre vizinhos - CAR

Exata Grau 1 Grau 2
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ordem 1 é linear, pois (I — pcW )™t ~ | + pcW.



Correlagcoes entre vizinhos - SAR

Exata Grau 1 Grau 2
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Efeito de vizinhancga longinquas

» (Idaho,Nevada): 0.0167 % p + 0.0169 * p? 4+ 0.0170 * p°
» (Idaho,Montana): 0.0167 % p + 0.0173 % p? 4+ 0.0174 x p°
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p proximo do limite inferior




Convergénciade W e W*

» se M converge, a razao \,/)\; esta associada a velocidade
de convergencia



Convergénciade W e W*

» se M converge, a razao A\, /)\; esta associada a velocidade
de convergencia

» W e W= convergem



Convergénciade W e W*

» se M converge, a razao A\, /)\; esta associada a velocidade
de convergencia

» W e W= convergem
» se W converge rapidamente, W* também



Convergénciade W e W*

» se M converge, a razao A\, /)\; esta associada a velocidade
de convergencia

» W e W= convergem
» se W converge rapidamente, W* também

» a convergéncia rapida indica menos influéncia dos
vizinhos longinquos na correlag@o entre vizinhos



Segundo autovalor de W e \;/\; de W™
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Conclusoes

» obtemos uma expressao simples para a covariancia
> essa expressao ajuda a entender a estrutura de
covariancia

» conectividade menor implica

» W mais esparsa

» A2 maior

» concluséo: necessidade de vizinhanca longinqia
» area mais subdividida implica A, maior

» conclusdo: necessidade de vizinhanca longingla
» efeito da priori versus verossimilhanca

» 7, maior implica resultados néo intuitivos



